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CALCULO DE VARIAS VARIAVEIS 1. CAMPOS ESCALARES

1.1 Dominios & Regioes

1. Esboce o conjunto R do plano R? dada abaixo e determine sua fronteira. Classifique R em:

aberto, fechado, limitado, compacto, ou conexo.

(a) R={(z,y) €eR? |2]| <1, 0<y} (b)R={(z,y) €R*} z>0ez®+y* <1}

(¢) R =|1,2[x[0, +o0] (d) R={(z,y) e R% 1 <a?+y*> <2}
(e) R={(z,y) e R* 4 <a? <9} ) R={(z,y) eR*} 0<zel<y<2}
(g) R ={(z,y) e R* z <y} (h) R ={(z,y) €R% |z| <1, -1 <y <2}

(i) R = {(z,y) € R? 4a? +y* > 9} () R ={(z,y) € R%,senx <y <cosz, 0 <z <m/4}
(k) R =[0,1] x [1,2] ) R ={(z,y) € R? |z +Jy| <1}
(m) R={(z,y) eR%; 1<a®—3*} (n) R={(z,y) €R? (2*+y*—1)y <0}

(O)R:{(x,y)ERZ; x3<y} (p)R:{(:c,y)GRZ; || §2e1<w2+y2}
(@) R = {(z,9) € R? 2* <y} (1) R ={(z,y) €R? |z[+ ]y <2e 1 <a®+y°}

2. Esboce aregido R = {(z,y) € R% (22 +y? — 1) [(z — 1)2 442 —1] < 0}, verifique que ela é aberta

e determine sua fronteira.

3. Em cada caso determine e represente graficamente o dominio da funcao z = f (x,y).
(@) z=+y—a2+2r—y  (b) z= ([ —[y)"/? (c) 4a® +y2+22=1, 2<0

(d) z=1In (1 —4a? — y?/9) (e) 2 = +/In (22 + y2 - 3) (f) z=zexp(y) —Inz

(g) z = arccos (y — x) (h) z=+/(z—3) (y — 2) (i) z = arcsin [z/ (z — y)]

) V4 — 22 — 2 2?2 —1 T —y
0)z="— (k) 2 =4/ 5— (1) z= -
vVat+y?—1 Y 1 senx — senvy

4. Em cada caso esboce algumas curvas de nivel fun¢ao z = f (z,y), de modo a obter uma visualiza¢ao

do seu grafico.
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(@) 2 =+ 47 0) 2= V@ZrE  (@e=(+)”
(d) z=In (1+ 2%+ y?) () z=x+y (f) z = sen (z — ¥)

(8) 2 = || = ly| (h) z=8—2? -2y (i) 2 =22 (2 +42) "

() z =2y () z=\0-22=92 () z=/1-22/4— /9
(m) 2 = [a] + || () 2=z —y? (0) 2=z +y?

5. Identifique e esboce a curva de nivel da funcdo z = 2y — 423 que passa no ponto P (1,2). Observe

o comportamento da fun¢do ao longo da tangente que passa no ponto P.
6. Identifique as superficies de nivel da funcdo w = 22 + y? 4 22, nos niveis 0, 1 e 2
7. Identifique a superficie de nivel da funcdo w = 2 + 32 — 22 que passa no ponto P (1,1,1).
8. Descreva as superficies de nivel da fungao w = f (z,y,2) .
(a) f(z,y,2) =x+ 3y + 5z () f(z,y,2) = 2% + 3y* + 522
(©) flmy2) =2 — g2 +22  (d) f(2,9,2) =% — 2.
9. Esboce o grafico da funcdo z = f (z,y) dada por:
(a) f(z,y) =3 (b) f(z,y) =2 () flwy)=1-z—-y
(d) f(z,y) = seny (e) f(z,y) =exp(va2+y?)  (f) f(z,y) =3 -2° — ¢
() f@y) =Va?+y? () fl@y) =16-a2—y® () f(zy) = (@2+y?) "
() f(z,y) =1-a? (k) f(z,y) =log(v/22 +42) (1) f(z,y) =sen(2? +y?).

1.2 Limite e Continuidade

2
1. Considere f : R? — R definida por: f(z,y) = %—i—yy?’ se (z,y) # (0,0) e f(0,0) = 0. Mostre
que: lim f(1+A.’E,1) _f(171) —0e lim f(O7Ay)_f(070) =0.
Az—0 Ax Ay—0 Ay

2. Em cada caso, mostre que a fungdo z = f (z,y) ndo tem limite quando (x,y) — (0,0) :
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T4y x || xy
(a)zzmz—i—y? (b)zzx2+y2 (C)Z:x—y?’ (d)Z22x2+3y2
2 6
xy x x zy (z —y)
e) z= f) 2 = ——— 2= h) 2 = —F/——=
@r=gty W= m— @i=gias =R
TR Ly . 22 — o2 - ot 1 y? + 2nyB
(i) z = — (J)Z_ﬁ k) z2=—75—5 ()Z—ﬁ-
Tty T2 +y ety (x? + y?)
22 4 y? = 2
3. Verifique que a funcado f (z,y,z) = m nao tem limite na origem.
4. Calcule os seguintes limites:
2_1)senz
(2) lim In (zy + 1) (b) lim (= Dsenz (c) Tim SL@Y)
a—1 aycﬂg x :gﬂg sen x seny
y— — —
1—cos,/x exp [sen (z%y)] + cos
(d) lir%iy (e) lim arctg (y/x) (f) lim D [sen (%)) Y
a—0 senzseny 72 2—0 cos (zy)
y— y— y—
() lim zsen [(a%? +22)71%]  (h) lim yy/a¥+2y (i) lim [ocos (y/4) + 1]/°
y—0 y—4 y—T
z—0
5. A partir da definicdo de limite, prove que:
(a) lim (22 +3y) =11 (b) lim (322 +y) =5 (c) lim (224 y?) =2
y—3 y—2 y—1
(d) lim1 2r+y+z)=4 (e liné (222 —y?) =—-1 (f) lim (2?2 +y® — 4z +2y) = —4
;—% §—>3 yw—>—1
; 2_ 1) — Wam LT o @) _
(g)g}g{(w ~-1)=0 ( )x%m—o (i) lim (z +y)sen (1/z) = 0
y—0 yﬂg y—0
z—
% + 33 2(x—1)%*(y—2)
(j) lim 27y2 =0 (k) lim (2> —¢?)=-3 (1) lim 5 y 5 =0
20T +y o 5353(93—1) +3(y—2)

6. Mostre que:

sen (22 + y?
(+ +4?) e

1 — cos \/xy
(a) lim ——Y~2 =0 (b) lim =2
=9 T 1201 — cos /a2 +y? ==0 z? +y?
N zy xy? . :
7. Mostre que as fungoes f (z,y) = —— e g (z,y) = ——— nao tém limite na origem.
y — 23 22— 42

. N N . 3ziyt .

8. Considere a fungao f : R%\ {(0,0)} — R definida por f (z,y) = m. Calcule os limites de
z*+y

f (z,y) quando (z,y) — (0,0), ao longo dos seguintes caminhos: (a) eixo z; (b) reta y = z; (c)

curva y = 22. A funcdo f tem limite na origem? Por qué?
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9. Verifique se a func¢ao z = f (x,y) é continua no ponto Py indicado.

(a) z=+/25 — 22 —y2, Py(-3,4) (b) z=exp(—zy)In(7+2?—2y), P (0,0)

(c)z:ﬁx—fﬁ? Py (0,0) () 2 = Jsey#2ze f(,20)=1, Po(L,2)

Yy — 2z
10. Identifique a fungao z = f (z,y) como combinagao de fungoes elementares do calculo e deduza que

ela é continua em seu dominio.

422 —y2 T
22
(d) f(z,y) = x§+l;2 (e) f (z,y) = arcsen (y/z) (f) f(z,y) =In(zy — 2)

11. Discuta a continuidade das seguintes funcgoes:

22 2
(a) f(z,y) =

Vo sextye flzm) =1
-y

(b) f(:c,y):exp[l/(a:2+y2—1)],sex2+y2<lef(x,y)zo, sex? 4y >1

exp (a:2 + y2)

(c) [(z,y) = ,se (z,y) # (0,0) e f£(0,0) =1

x2 + y?
@ o) =0 ey 20 f om0 =1
© F@y2) = ==Y e (5,4.2) # (0,0,0) e £(0,0,0) =0

- m2+y2+22’se
() f(z,y) =42® +9y?, se 422 + 9y?> < le f(z,y) =0, se 42® + 9y > 1
(g) flz,y,2) =2? + 92 + 22, sex®? +y? +22<1le f(r,y,2) =0,se 22 +¢y> +22 > 1

12. Considere as funcdes g e h definidas em R? por:

2
g(x,y) = M’ se (z,y) # (0,0) e h(zy) = %ﬁyz, se (z,y) # (0,0)
) 1, se (v,y) = (0,0) ’ 1, se (z,y) = (0,0).

Verifique que a origem é uma descontinuidade de g (z,y) e de h(z,y). Em que caso a descon-
tinuidade pode ser removida? Recorde-se que remover uma descontinuidade significa redefinir a

func¢éo de modo a torné-la continua.

13. Verifique que a origem é uma descontinuidade da fungao:
sen (x2 + y2)

fz,y) = l—cos\/nt:2+y27

0, se (x,y) =(0,0).

se (z,y) # (0,0)
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14.

15.

16.

17.

18.

Essa descontinuidade pode ser removida?

2,2 2,2

t
a:3y < arctg (zy) <1l e 2zyl— % <4 —4cos/|zy| < 2]|zy|, calcule:
1Y

Sabendo que: 1 —

(a) lim arctg (zy) (b) lim 4 — 4 cos \/|xy|.
z—0 Ty

=0 o0 fayl

Seja f (z,y) = exp [71/ (:U2 + yQ)] se (z,y) # (0,0) e f(0,0) = 0. Verifique que f é continua em
todo ponto (,y) do R? e calcule os limites:

i {820 o F(0.4y)

Axz—0 Ax Ay—0 Ay

l’yz

x? +y3’
D = {(z,y) € R* z* +y* # 0} U{(0,0)}.

Considere a funcao f(z,y) = se 22 + 42 # 0, e £(0,0) = 0, definida no dominio

(a) Calcule o limite de f na origem, ao longo das retas y = max.
(b) Calcule o limite de f na origem, ao longo do caminho y = —x2/3¢®,
(c) Calcule o limite de f na origem, ao longo do caminho r = cos? 8, —7/2 < 6 < 0.

(d) Discuta a continuidade de f.

x| + !y|>

Mostre que ili% arctg <$2+y2 = g (veja o Exercicio 1.2(6¢)).

y—0

Use coordenadas polares e mostre que ( %m% : (2% 4+ y?) log Va2 +y2 =0.
z,y)—(0,0

19. FIQUE ALERTA! A mudanga para coordenadas polares pode nos levar a conclusoes falsas. Por

exemplo, em coordenadas polares a fungao
222y

[ (z,y) = Wyg

assume a formas
27 cos? 6 sen 0

f(rcosd,rsend) = r2 cos? 6 + sen? ¢

, quando r # 0

e daf segue que, ao deixar # constante e fazer r — 0, encontra-se 1in% f(rcosf,rsenf) = 0. Esse

r—

cdlculo induz a afirmacao (falsal) de que o limite da fungao na origem é igual a 0. Ao longo do

2

caminho y = z*, contudo, tem-se rsen f = r2 cos? 6 e, portanto:

2r cos? 6 sen 0

=1, Vr 0.
r2cost @ 4 sen? 0 » V1

f(rcosf,rsenf) =
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Assim, no caminho y = 22 (ou rsen = r? cos? §), tem-se liII(l)f (rcosf,rsenf) =1 e, portanto, a
7

funcao f (z,y) nao tem limite na origem.

RESPOSTAS & SUGESTOES

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 1.1

1. ESBOCO GRAFICO

y A Y T Ya
R
R R I
m’
m’ »
...... &
(@) | (b) ()
Prpeoeny yj\ // R vl
R
w’
................... (e) ()

8 v
HV

() (h) (@)
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y 4 y A y A
R/
R
R
H > ;
/4 T
>
() (k) M
YA R y YA
T R
A R
113; 7 1Y ? >
------- w
(m) (n) (0)
y A YA
R R
113; IB;
® () (1)

IDENTIFICANDO A FRONTEIRA

(a) OR = {(2,0); —1 <z <1}U{(xLy); y > 0}.

(®) OR={(z,y); 2> +4y*=1, 2>0}U{(0,y); -1 <y <1}
(c) OR={(L,y); y =20t U{(2,9); y 20} U{(2,0); 1 <z <2}.
(d) OR ={(z,9); 2* +y* =1} U{(z,y); 2* +y* = 2}.

(e) IR é constituida das retas z = —3, = -2, t =2 ez = 3.

(f) OR={(0,y); 1 <y <2}U{(x,1); z >0} U{(x,2); = > 0}.
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(8) OR ={(z,y); = =y}

(h) OR = {(£1,y); 1<y <2}U{(z,-1); -1<2<1}U{(2,2); -1 <z <1}.
(i) OR = {(z,y); 42* +y* = 9}.

G) OR = {(0,);: 0<y <1} U{(z,sinz); 0 <z < 7/4} U {(z,cosz); 0 <z < r/4}.
(k) IR ¢ o quadrado de vértices (0,1), (0,2), (1,2) e (1,1).

(1) IR ¢ o quadrado de vértices (0,41) e (£1,0).

(m) OR = {(z,y); 2* —y* =1}.

(n) OR = {(z,y); 22 +y* =1} U{(,0), —co <z < o0}.

(0) OR ={(z,y); y =2"}.

(p) OR ={(£2,)} U {(z,y) : 2* +y* =1}.

(@) R ={(z,y); y = +x}.

(r) OR ={(z,y); 2> +v* =1} U{(z,y); |2 + |yl = 2}.

CLASSIFICACAO TOPOLOGICA

Compacto | (j) | (k) | (1)

Aberto (e) | (g) | (0) | (a)

Fechado | (a) | (1) | () | (k) | (1) | (m)

Limitado | (b) | (d) [ () | G) | &) | @) | (x) | (5)

Conexo (@) | (b) | () [() ]| &) | (&) ()| @) ]G & |D)] ()| ®]IE®

2. Observe que a desigualdade (22 +y* — 1) [(z — 1)24+42-1]<0

¢é equivalente ao sistema:

y A
x2+y2<1 e (x_1)2+y2>1 saailince vl .
ou ;
2?24+ >1 e (v—-1)2+92<1 5 R E
Vemos que 9R N R = ) e, portanto, R ¢é aberto. R -
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(@) D(f) = {(z,y) eR?
(b) D(f) ={(z.y) eR?
(c) D(f) ={(z,y) eR?
(d) D(f) ={(z.y) eR?
(e) D(f)={(z,y) eR?
(£) D(f) ={(z,y) eR?

(8) D(f) = {(z.y) € B
() D(f) = {(w,y) €R?
(@) D(f)={(z.y) B2
() D(f) = {(@.y) e B2

ESBOCO GRAFICO

3. Representemos por D (f) o dominio da fungao f.

Dda? 4+ y? <1}
cda? 4y /9 <1}
cxt 4yt >4},
cx>0}.

::1:—1§y§:v-|—1}.

:—1§x(x—y)—1<1}.
c1<a?+y? <4},
cy#(-1)"z+nr}.
2 -1) (P - 1) 20}

x<3 e y<2 ou >3 e yZQ}.

y A LY . YA
/ $' .’13'
(a) “(b) ()
YA y A y A
o R ®
> » >
(d) (e) (f)

9
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R TR
/ / g
» ./ 4 »
. ¢ .
»
x > x
o
B
y A e ]
o R
Ol )
% o
TR ., o0
= OR
o X K
LR o, K
o % . ..‘
.................. (mesnsssnnnnns Poe® RS =
e o:‘o e, g
ot %) SR O
0s i * o ]
- 0~ " oot ., o
> %% K3 e
o Ol -
v, 7] 5 >
7 0
3 o ‘.
............ QrennnbrsnnaQuunnnnnnnnnns » o, o o
* of 3 . 2% .
S £5°0) ..
X -,
it A > e e
o+ 2 o N o
o+ . 5 g
o8
5 o &
Ol
RO .
o+
(k) : i (1)
o,

4. Em cada caso fazemos z = A, A constante, e obtemos as curvas de nivel. Os gréficos abaixo

ilustram as projec¢oes no plano xy das curvas de nivel.

(@) 2?2 +y2 =X, A>0

b) 22+ 2=V, A>0

() 22+ 32 =1/ A >0

yA

y A

YA
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(d) 2?2 +y2=e*—1, A>0 (e)z+y=2A (f) © — y = arcsen A
YA Y Y

(g) |z| — |yl = A (h) 22 42y =8 — A (i)2m:c(x2+y2)
y A y A y 4

/

|

(k) 22 +y2=9- 2% |\ <3

X

D =t

2

2
%:1—%, A <1

YA

Yy
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(m) |z +[y] = A (m)z—y?=\ (o) z+1y? =X

Yy Yy

\

8y

N
: S °|| _~Z

5. No ponto Py (1,2) temos z = 0 e a curva de nivel por Py é y = 2x3. A reta tangente tem equacio

y = 62 — 4 e sobre essa reta f = —42% + 122 — 8. Se & — Fo00, entdo f — Foo.

6. A origem, a esfera 22 + 4% + 22 = 1 e a esfera 22 + y? 4 2% = 2, respectivamente.

7. O hiperboléide de uma folha z? + y? — 2% = 1.

8. (a) planos (b) elipséides (c) hiperboléides (d) cilindros.

9. Veja as ilustragoes gréficas.

(a) z=3 (b) z==x
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(d) z =seny z = exp\/x2 +y? (f) 2 =3 — 22 — 92

........ \., A
m S
Yy y y
(®)

EXERCICIOS COMPLEMENTARES 1.2

1. Um célculo direto nos da

f(L+ A1)~ f(1,1) _ Az o 10,8y~ f(0,0)
Az (1+Az)® +1 Ay
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e daf resulta:

f(l—l—A:U, 1) _f(lvl) f(()?Ay) _f<070)

lim =0 e lim =0.
Az—0 Ax Ay—0 Ay
2. Além dos caminhos canénicos como as retas, considere: y = /z em (e); y = —z2e” em (i); y? = 23

em (g); y =22 em (h) e y = —we® em (j).

3. Ao longo do eixo x o limite é igual a 1 e ao longo do eixo z o limite é igual a —1.
2/3

4. ()0 (b) =1 ()1 (d)1/2 (e)7w/4 ()2 (g0 (h)0 (i) (1+v2/2)7".

5. Como ilustragao, faremos o item (e). De fato:

222 =2 + 1] = |2(2® —4) — (v’ —9)| < 2|z —2[ |z +2[+ |y — 3| [y + 3].

Se\/(x—2)2+(y—3)2<6,entéo|x—1| <dely—2| <deteremos 227 — y? + 1| < 20 & + 2|+
d |y + 3|. Para evitar uma equagao do 2° grau em J, admitamos que o ¢ procurado seja menor do
que 1. Assim: [z +2|=|z —2+4| < |z —4|+4<d+4<bely+3|=|y—3+3|<|y—3|+6<
0+ 6 < 7. Logo,

222 — 9% + 1‘ < 176 e para concluir, imaginemos ¢ > 0 dado e escolhamos

d = ¢/17. Dessa forma teremos:

0<\/($—2)2+(y—3)2<5:>‘2x2—y2+1 <e.

6. (a) Use 1+ cos . /xy como fator de racionalizagao para obter:

1 ——cos./x sen?(\/x sen?(\/x
lim — VY iy WD) gy [sVT0) = 0.
5:8 x 5:8 z (14 cos /77) 5:8 Ty 1 + cos \/zy

(b) Usando coordenadas polares, temos:

~ sen (r2) o . 2rcos (r2) . .
lim ————= = (usar L’opital) = lim —————= = (usar L’6pital) = lim
r—0 1 — cosr r—0  senr r=0

2 cos (7"2) — 472 sen (r2)

CosT

= 2.

(c¢) Uma das desigualdades que aprendemos no célculo de uma varidvel é: va+b < v/a + Vb,

com a, b > 0. Considerando a = 22 e b = y2, encontramos

o BV RV R o o e 1
AP R R L g R R e
:§—>O v Y y—0 Y y—0 Y y—0 A

k

7. (a) Considere os caminhos y = 0 e y = z"e”, escolhendo k adequado (b) Idem.
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8.

10.

11.

12.

13.

(a) 0 (b) 0 (c) 3/8. A fungao nao tem limite em (0,0).
(a) sim (b) sim (c) ndo (d) nao.

A fungao f (x,y) é combinagao de fungdes elementares sendo, portanto, continua em seu dominio.

(@ D(f)={(z,y):2>0ey>0 ou x<0ey<O0}.
(b) D(f) ={(z,y) : y # 2z}.

(c) D(f) ={(z,y) : y # £1}.

(d) D(f) ={(z,y): (z,y) # (0,0)}.

(e) Se considerarmos g (t) = arcsint, —1 <t < 1, teremos f (z,y) = g (y/x) e a funcao f (x,y) é
continua no dominio D (f) = {(z,y) :x #0e |y/z| <1}.

(f) A fungao f (z,y) é continua no dominio D (f) = {(z,y) : xy > 2}.
Note que a funcio estd definida em todo plano R2.

(a) f é descontinua nos pontos da reta y = z, exceto no ponto (1/2,1/2).
(b) f é continua em todos os pontos do R2.

(c) f é descontinua na origem.

(d) f ndo tem ponto de descontinuidade, isto &, ela é continua em todo R2.
(e) f é descontinua na origem.

(f) f & descontinua nos pontos da elipse 4% + 9y? = 1.

(g) f & descontinua nos pontos da esfera z2 + 32 + 2% = 1.

A funcao g é descontinua em (0,0) porque o limite de g (z,y) na origem é 0 e g (0,0) = 1. Para
remover essa descontinuidade basta redefinir g na origem pondo ¢ (0,0) = 0. A funcao h(z,y) é
descontinua em (0,0) porque nao tem limite nesse ponto. Esse é o caso de uma dsecontinuidade

que nao pode ser removida.

Usando coordenadas polares, obtém-se:

sen 7’2

li = lim —— =2.
(I,y)LH}O,O) f@y) Tl—r% 1 —cosr
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14.

15.

16.

17.

18.

Note que, sendo f (0,0) = 0, a fungao f é descontinua na origem. Essa descontinuidade pode ser

removida redefinindo f na origem por f (0,0) = 2.

Em cada caso aplique-se o Teorema do confronto.

(a) 1- 332y2 < arctan (xy) <1=— lim M -1
3 Ty (@y)—(00) Ty

by o ol Amdeos Vil eVl
6 |zy| (,9)—(0,0) |lzy|

Vejamos a continuidade de f(x,y). Fora da origem, a fungdo f é uma combinacao de fungoes

elementares sendo, portanto, continua. Na origem, temos:

lim z,y) =lim ———-=0= f(0,0).
Eamon! 78 = exp (1/r?) 1.0
Logo, f é continua em todo plano R2. Verifique que
_ [(Az,0) . f(0,Ay)
lim ~————~* = lim —— =0.
Avno Az Agl;rgo Ay 0
(8) Ao longo da reta y — ke, temos lim f (x, kz) = lim — % —
a) Ao longo da reta y = kz, temos lim f (z, kz _:c%x2+k3x3 =0.

(b) Ao longo da curva y = —z%/3¢*, aplique a regra de ’'Hopital e mostre que o limite néo é 0.

cos fsen? 0
(c) Ao longo da trajetéria r = cos? 0 o limite 6 ————.
1+ senf

(d) Segue de (a) e (b) que a fungao f (z,y) é descontinua na origem. Nos pontos (z,y), para os
quais 22 + ¢® # 0, a funcdo f (r,y) é uma funcio racional (quociente de dois polinomios)

com denominador diferente de zero sendo, portanto, continua nesses pontos.

Segue diretamente do Exercicio 1.2F(c).

Usando coordenadas polares e a Regra de L’Hopital, obtemos:

( l)im(o 0) (2® + y*) log V42 = liné (r’logr) = lim logr =0.
z,y)— (0, r— N

Em que momento no cédlculo do limite acima foi utilizada a Regra de L’Hopital?
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